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» Tenemos un conjunto S y una propiedad P.

» Queremos determinar si un elemento de S satisface la
propiedad P.

» Definimos un espacio de probabilidad en S.

> Mostramos que con probabilidad positiva un objeto aleatorio
tiene la propiedad P.

» Entonces alguno de los objetos tiene la propiedad P.
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v

Tenemos un conjunto S y una funcién f : S — R.

v

Queremos determinar si un elemento s € S satisface f(s) > a.

v

Definimos un espacio de probabilidad en S. La funcién f se
convierte en una variable aleatoria.

» Mostramos que E(f(s)) > a.
Concluimos que para algtn elemento s se tiene f(s) > a.

v



Alcance

» Plantear un espacio de probabilidad adecuado.

» Usar estimaciones asintéticas, por ejemplo

(1)< (0) < (%)

» Usar la linealidad de la esperanza



Alcance
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» Usar estimaciones asintéticas, por ejemplo
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» Usar la linealidad de la esperanza
» Usar cotas para la varianza
» Construir y corregir

» Lema local de Lovasz

» Concentracién via martingalas
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Teorema de Ramsey

El nimero de Ramsey R(k,{) es el menor entero n tal que en
cualquier 2-coloracién de las aristas de la grafica completa K, hay
un Ky naranja o un K; verde. El ejemplo anterior muestra

R(3,3) =6.

Teorema (Ramsey, 1929)

R(k, 1) es finito.

Teorema (Erdos, 1947)

Si (}) -21=() < 1, entonces R(k, k) > n.

En particular, R(k, k) > [25].
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» Para un conjunto A de k elementos,
2).

P(Aesmc.)=2- 2~ (
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Demostracion cota inferior.

ay mc.) = es mc. esmc)=(").2t-()
P(Hay mc.) P(LAJA )ng:IP’(A ) <k> 2

» Por hipétesis, () 2103 < 1.
» Asi, P(No hay mc.) > 0, y por lo tanto existe una coloracién
sin K monocromdtico. R(k, k) > L2§J

» No es constructivo, pero “da un algoritmo”.
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» ; Cudntas trayectorias hamiltonianas puede tener un torneo de
n vértices?
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Teorema (Szele, 1943)
. Yy |
Existe un torneo de n vértices con al menos 5,=; trayectoras
hamiltonianas.
» Tomamos el torneo aleatorio T en n vértices. Sea X la v.a.
que cuenta el ndmero de trayectorias hamiltonianas.

» Para cada permutacién o, X, es 1 si recorriendo seglin el
orden de o obtenemos una trayectoria hamiltoniana y 0 si no.

X, =0-P(X=0)+1-P(X =1)=2"(""D
E(X) = ZE(XU) — pl.2=(n=1)

» Entonces algln torneo satisface que tiene al menos E(X)
trayectorias hamiltonianas.
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El problema de los dngulos

Conjetura (Danzer y Grunbaum, 1962)
A lo mas hay 2d — 1 puntos.

Teorema (Erdos y Furedi, 1983)
d
Para toda d > 1, existe un conjunto de al menos F (%) J

puntos en RY tal que todos los dngulos determinados por tres
puntos son estrictamente menores a %
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Construir y corregir

v

A veces el método probabilista no da un ejemplo directo.

» ldea: Usar el método para construir un ejemplo con pocos
problemas. Corregirlos al final.

» Tomaremos vectores en {0,1}? aleatoriamente.
» Caracterizaremos cudndo tres de ellos hacen un dngulo de 7.
» Encontraremos un ejemplo con pocos angulos rectos.

» Desecharemos algunos vértices para deshacernos de estos
angulos rectos. Como son pocos angulos rectos, todavia nos
queda un ejemplo con suficientes puntos.
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Angulos en el cubo

» Para a € {0,1}9 definimos I, := {i|a; = 1}.
» Para a,b € {0,1}9, tenemos |a — b|2 = |I, U Ip| — |1, N Ip].

I

a & ja-P=A+B

> Teorema de Pitdgoras

Lo
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Angulos en el cubo

Lema
Para a, b, c € {0, 1}"’ siempre se tiene Zabc < 5 y

éabc:g & LNl ClClul

B+F+C+E
I +B+D+A+FE
q A+F+C+D
1./<D > &
B+E=0

=
I.,NnI.C, CI,Ul,

I,

& Para toda i si a; = ¢, entonces a; = b; = ¢;.
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Probabilidad

» Tomemos 2m vectores en {0,1}9. En cada vector elegimos
cada entrada como 0 o 1 con probabilidad % todas ellas de
manera independiente.

» Sea X la v.a. que cuenta el niimero de angulos rectos en este
acomodo. Calcularemos E(X) partiendo en indicadoras por
ternas.

» Para que la terna a, b, ¢ defina un angulo recto en b, en cada
coordenada debemos evitar que a; = ¢; = 0, b; = 1 y también
a,-:c,-:l,b,-:O.

» Asi, a, b, ¢ forma un 4ngulo recto en b con probabilidad (%)d.
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» De este modo

-1 () ()

» Hasta aqui no podemos concluir la existencia de un acomodo
de tamaio 2m sin angulos rectos.

d
» Sin embargo, tomando m = F (%) J tenemos:

= (2)-() %)
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Construir y corregir

d
» Como E(X) < % (%) y X toma valores enteros, entonces

existe un acomodo con

1/2\¢
x< |1 () .
2\V3
» Ahora corregimos. Teniamos 2m puntos inicialmente.

Quitamos un punto por cada dngulo recto.

» Nos quedan m puntos con la propiedad deseada.
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